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Partage des colits et tarification des infrastructures
Les jeux de cotits
Principaux concepts de solution”

Marcel Boyer', Michel Moreaux’, Michel Truchon®

Résumé / Abstract

Nous présentons dans ce mémoire les principaux concepts de solution proposés
pour les jeux coopératifs dont plusieurs ont été utilisés pour résoudre les jeux de
colts. Nous consacrons a 1'étude du concept de coeur une place privilégiée.
Nous ¢étudions ¢galement les concepts de semi-coeur, d'ensemble stable de von
Neumann et Morgenstern, du nucléole et de la valeur de Shapley. Par ailleurs,
nous ne présentons pas ici les concepts de pré-noyau (prekernel), de noyau
(kernel) ni d'ensemble de marchandage.

Mots clés: Partage des cofits, tarification, infrastructures, jeux de cofts.

In this paper, we present the main solution concepts for cooperative games,
which have been used in the context of cost games. We put a special emphasis
on the concept of core. We also present the concepts of semicore, von
Neumann-Morgenstern stable set, nucleolus and Shapley value. However, we
do not cover the concepts of prekernel, kernel or bargaining set.

Keywords: Cost sharing, Pricing, Infrastructures, Cost Games.
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1 Introduction

Nous présentons dans ce mémoire les principaux concepts de solution proposés pour les
jeux coopératifs dont plusieurs ont été utilisés pour résoudre les jeux de colts.! Le concept
de solution “peut étre le plus intuitif” pour reprendre I’'expression de B. Peleg (1986) est
le concept de coeur parce que c’est le concept de solution qui prend totalement en compte
les menaces de sécession, et que, dans un monde ou la liberté contractuelle ou d’associa-
tion prévaut, une solution qui ne tiendrait pas compte de ces menaces serait certainement
contestable et contestée. Pour cette raison nous consacrons a I’étude de cette solution une
place privilégiée. La section 2 a pour objet la dé..nition méme du concept et I’examen des
conditions de non-vacuité de I’ensemble des imputations ainsi dé..nies. On verra que le coeur
d’un jeu de codts peut étre vide bien que les joueurs aient intérét a coopérer. Dans certains
jeux au contraire I'ensemble des imputations du coeur aurait plutdt tendance a étre trop
vaste. Dans ces deux cas il est nécessaire d’explorer d’autres voies pour trouver une solution.

On recense a la section 3 les dixérentes propriétés du coeur ainsi que celles qu’il ne posséde
pas et dont on pourrait penser que, pour diverses raisons, en particulier des raisons d’équite,
toute solution devrait les posséder. Le concept de semi-coeur présenté a la section 4 est un
araiblissement de la notion de coeur qui consiste a ne prendre en compte que les menaces
de retrait des coalitions d’un seul joueur et, symétriqguement, de tous les joueurs sauf un.
On verra qu’elle permet de rationaliser certaines pratiques. Nous montrons a la section 5 les
liens qui existent entre I’ensemble stable de von Neumann et Morgenstern, historiquement le
premier concept de solution proposé pour les jeux coopératifs, et le coeur. Les sections 6 et 7
sont respectivement consacrées a deux autres concepts de solution, le nucléole et la valeur de
Shapley, qui sélectionnant une seule imputation, contrairement aux concepts précédents qui

simplement dé..nissent un sous-ensemble d’imputations parmi lesquelles la répartition des

Pour une présentation des jeux de codts, voir Boyer, Moreaux et Truchon -ci-aprés BMT- (2002), le
document [4] de la présente série sur le partage des colts communs et la tari..cation des infrastructure. La
liste de ces documents est donnée en annexe.



colts entre les joueurs devrait étre choisie. Nous ne présentons pas les concepts de pré-noyau

(pre-kernel), noyau (kernel) ni d’ensemble de marchandage.

2 Le coeur

2.1 Dé..nition

Puisque les dinerents joueurs sont libres de réaliser leurs projets avec qui ils veulent,
tout concept de solution devrait tenir compte des menaces de sécession. On appelle coeur
d’un jeu coopératif le concept de solution exclusivement fondé sur la prise en compte de
ces menaces et de toutes ces menaces. Plus précisement le coeur d’un jeu de codts est
I’ensemble maximal des pré-imputations qui résistent aux menaces de retrait coordonné
de toute coalition. Formellement, pour tout jeu (¢, N) on appelle coeur le sous-ensemble des

pré-imputations suivant :
C(e,N) = {a: € PX (¢,N): '62in <c(S) VS EN\tb}

Par dé..nition, une pré-imputation = € C (¢, N) doit Véri..er, la condition z; < ¢ ({i}) Vi €
N, c’est-a-dire la condition de rationalité indiviluelle. Cette pré-imputation est donc une

imputation.

2.2 EXxistence

On exclut du champ de I'analyse les jeux de colts qui ne sont pas sous-additifs. Or la
propriété de sous-additivité, on I’a souligné dans le mémoire consacré a la présentation de
la notion de jeu de colt (voir BMT, 2002), implique en particulier que pour toute partition
P ={P,...,P,} de I'’ensemble des projets, la somme des colts de réalisation coordonnée
des parties, i c(Py), n'est pas inférieure au colt de réalisation coordonnée de I’ensemble
des projets, g?}\/ ). L’incitation & coopérer est donc trés forte mais, et c’est peut-étre un peu

surprenant, cette incitation forte a coopérer, ne garantit pas la non-vacuité du coeur de tout



jeu de colts, sauf dans le cas ou il n’y a que deux projets a réaliser.? Pour comprendre
pourquoi la sous-additivité ne garantit pas la non-vacurté lorsque trois projets au moins

doivent étre menés a terme, le plus simple est de considérer un jeu symétrique.

Exemple 1 Soit le jeu symetrique a quatre joueurs dont la fonction de codt est la fonction

suivante :3

c(2)=19<2=2¢(1) 4 =4e(1)
c(4) =35 < 39=2¢(1)+¢c(2)
c(3) = 2.5 < 3=3c(1) 35=¢c(1)+¢(3)
29=c¢(1)+¢(2) 3.8 =2¢(2)

Pour les coalitions de taille m = 3, ona: ¢(3)/3 = 2.5/3 < 3.5/4 = ¢(4) /4. Le colt
gue doivent supporter les agents d’une coalition de trois joueurs est inférieur a trois fois la
charge ¢(4) /4 que doivent supporter en moyenne tous les agents pour réaliser en commun
I’ensemble des quatre projets.

Considérons alors une pre-imputation quelconque qui répartit ¢ (4) entre les quatre joueurs.
Les trois joueurs dont les charges sont les plus lourdes, si cette pre-imputation ne répartit
pas ¢ (4) de fagon égale entre les quatre projets, ou trois joueurs quelconques, si cette pré-
imputation répartit ¢ (4) de fagon égale entre tous les joueurs, doivent payer au moins,

ensemble, 3¢ (4) /4 > ¢(3). Cette pré-imputation n’est donc pas robuste a la sécession des

23’il n’y a que deux projets a réaliser, la sous-additivité implique que ¢ ({1}) +c({2}) > ¢ ({1,2}). Répar-
tissons alors le gain de la mise en commun des projets ¢ ({1}) + ¢ ({2}) — ¢ ({1, 2}) > 0, proportionnellement
a leurs coQts de réalisation isolée, i.e. acectons au projet ¢, ¢ = 1, 2, la partie x; du colt global dé..ni par :

zi = c({i}) = sy le ((11) + e ({2}) — e ({1,2})] .

On a bien z; + 2 = ¢({1,2}) et x; < c¢({i}), i = 1,2 et donc = = (x1,z2) est une imputation du coeur.
Cette méthode, sous I’hypothése de sous-additivité dont on s’est servie, dé..nit ici une imputation du coeur
parce que, dans un jeu a deux joueurs, il N’y a pas de coalition intermédiaire, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de
coalitions autre que les coalitions d’un seul joueur et la grande coalition.

3Rappelons que pour les jeux symétriques nous sommes convenus de noter ¢ (m) le colt de réalisation
coordonnée de m projets, quels gu’ils soient.



trois joueurs en question. Puisqu’aucune pré-imputation n’est robuste a une telle menace, le
coeur de ce jeu est vide. Il est clair que c’est le colt de réalisation des groupes intermediaires
de trois projets qui, parce gu’il est relativement faible, est responsable ici de la vacurté du

coeur.

Un autre exemple classique de jeux de colts a coeur vide est celui des jeux essentiels a
somme constante parce que, dans ces jeux, les coalitions de n — 1 joueurs, quel que soit n,
sont trop ed¢caces.*

Pour que le coeur soit non-vide il faut donc, et il su¢t, que les colts de réalisation
coordonnée des projets des coalitions intermédiaires S C N, soient su¢samment élevés par
rapport au codt de réalisation de tous les projets. Dans les jeux symétriques cette condition

prend la forme relativement simple, suivante :

Proposition 1 Une condition nécessaire et sud¢sante pour que le coeur d’un jeu de colts

symeétrique soit non-vide est que :

VYm<n:—c(n) <c(m)

3|3

Démonstration. La condition est su€sante. Soit = la pré-imputation répartissant le
cot global ¢ (n) de fagon égale entre tous les projets : z; = ¢ (n) /n, pour i = 1,...,n. Cette

pré-imputation résiste a toute menace de sécession puisque :

VSCN:|S|l=m=¢(m)>—c(n)=>.17

3|3

La condition est nécessaire. Supposons qu’on ait ¢ (m) < ¢ (n) pour un certain m < n. Pour

toute pré-imputation = convenons d’indicer les joueurs par ordre décroissant des charges qui
m

leur sont imputées : z; > x5 > ... > m,, de sorte que > x; > ™c(n) > ¢(m). Aucune
=1

pré-imputation ne peut donc étre robuste aux menaces de retrait d’une coalition de taille m.

“\oir I’Appendice A pour les détails.



On remarquera que la condition de la Proposition 1 est satisfaite par tout jeu symétrique

concave. Pour de tels jeux on a en eoet :°
cim)—c(m—-1)>c¢(m+1)—¢c(m),m=1,....n—1

La fonction ¢(m) /m est donc décroissante de sorte que ¢(m)/m > ¢(n)/n pour m =
1,...,n—1.

Pour les jeux non-symétriques, I’expression des conditions nécessaires et suf..santes de
non-vacuité est un peu plus complexe car il est plus dic¢cile de formaliser I'idée que les
coalitions intermédiaires ne sont pas trop fortes, i.e. que le colt de réalisation coordonnée de
leurs projets n’est pas trop faible, comparé au codt de réalisation coordonnée de I’ensemble
de tous les projets. Pour cette formalisation nous devons introduire les notions de familles
équilibrées de coalitions et de jeu équilibre.

Soit S = {S1,...,Sh,...,Sm} une famille de coalitions non-vides, ou S, € N\¢ pour

h=1,...,m. On dit que cette famille est une famille équilibrée si :

a) tout joueur i € N est membre d’au moins une coalition de la famille : Vi € N : 35, €
S:1€ 85,

b) il existe des nombres positifs \,, h = 1,...,m, dits poids d’équilibrage, tels que, pour
tout joueur, la somme des poids des coalitions auxquelles il appartient est égale a 1 :

Vie N: Z =1

h:€Sy

Donnons quelques exemples de familles équilibrées de coalitions. Toute partition de NV
constitue une famille équilibrée, les poids d’équilibrage étant tous égaux a 1. Toute famille
constituée de p partitions dicérentes constitue une famille équilibrée pour des poids 1/p
anectés a chaque coalition de chaque famille. La famille constituée de toutes les coalitions
d’'une méme taille m, 1 < m < n, est équilibrée avec des poids égaux a 1/C™ ', ou C™ !

est le nombre des combinaisons dicérentes de m — 1 éléments pris dans un ensemble de

SVoir BMT (2002).



n — 1 éléments. Les coalitions de taille m dans lesquelles ..gurent un joueur i sont en exet
les coalitions de m — 1 joueurs autres que 7 prises dans I’ensemble N\ {i} de taille n — 1,
auxquelles on ajoute le joueur 4. 1l 'y a donc C'™™* coalitions de taille m auxquelles le joueur
1 appartient.

On remarquera que les poids d’équilibrage ne sont pas nécessairement uniques. Toute
famille qui est I'union de [ partitions dicérentes peut s’équilibrer par une in..nité de poids
dicérents. 1l su€¢t d’'une part que les poids attribués a chacune des coalitions d’une méme
partition soient identiques et d’autre part que la somme des divers poids acectés a chaque par-
tition s’éleve a 1. Soit [ partitions Py, ..., Py, ..., P, 0U Py = (Py,..., Py, Pym,) , 9=
1,...,1, et considérons la famille de coalitions S =(Py,...,P,,...,P;). Cette famille est
equilibrée par tout systeme de poids d’équilibrage qui associe a toute coalition P,, le poids

l
Mg, = A,, Pourvu que, pour g =1,...,7, d’'une part 0 < A\, < 1, et d’autre part > A\, = 1.

g=1
Plus généralement si S ={S1,...,5,..., 5.} et S'={5},...,S},..., S} sont deux fa-
milles équilibrées par des poids respectifs A = (Ay,..., A, ..., Ap) €EN = (X, ... AL, A,
alors 8" = {S1,...,84,...,8m, S},..., 5, ..., S} est aussi une famille équilibrée par n’im-

porte quels poids A/ tels que :

adg siSj=8,€8

N =
’ (1—a)\, siS/=5,¢e8

ou « € (0,1). Alors, puisque pour tout i, >, A, =1let > A\, =1, ilestclair que:

g:iE€Sy h:iesSy,
E N =« E N+ (1—a) E N, =1
j:iES;-’ g:i€Sy h:ieSy,

On voit qu’en procédant ainsi on peut construire une in..nité de familles équilibrées de
coalitions qui sont, chacune, equilibrées par une in..nité de poids d’équilibrage.

On dit qu’un jeu de colts (c,N) est équilibré si, pour toute famille equilibree S =
{S1,...,8,,...,Sn} et tout systtme de poids d’équilibrage A = (A\1,...,A; ..., Ap), ON
a: .

> Age(Sg) = e(N).
g=1

6



Dans le cas ou S est constituée de toutes les coalitions d’'une méme taille m, 1 <m < n,
cette condition devient :

Vm <n:

3|3

¢(n) <c(m)

Si S est une partition P = {Py,..., P,,..., P,}, alors les seuls poids d’équilibrage sont
tous égaux a 1 et la condition ci-dessus est la condition de sous-additivité i c(Py) > c¢(N).
Plus généralement cette condition est, pour les jeux qui ne sont pas r];gclessairement sy-
metriques, I’expression du fait que les coalitions intermédiaires ne sont pas trop puissantes,

c’est-a-dire que le codt de réalisation de leurs projets n’est pas trop bas.

Théoreme 2 (Bondavera (1963), Shapley (1967)) Une condition nécessaire et suc-

sante pour que le coeur d’un jeu de codts soit non-vide est que ce jeu soit équilibré.®

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Soit z une pré-
imputation du coeur et S ={S1,...,S,, ..., Sn} une famille équilibrée de poids d’équilibrage
A={\,...,Ag ..., A }. Puisque z est dans le coeur, on doit avoir :

Zi"igc(Sg), g=1,...,m
i€S,
Multiplions chacune de ces inegalités par le poids ), de la coalition concernée et sommons
sur I’ensemble des coalitions de la famille. On obtient :
S YD (s
g=1 i€Sy g=1

Permutons I'ordre de sommation dans le membre gauche de I'inégalité :

DD AT S Ae(Sy)
1EN g:i€Sy g=1

Puisque \ est un systeme de poids d’équilibrage, ona ) A, =1 pour tout joueur i € N.

g:i€Sy
Par ailleurs z est une pré-imputation, de sorte que > z; = ¢(N). L’inégalité ci-dessus s’écrit
i€EN
donc encore :
c(N) < Z Agc (Sg)
g=1

6Cette caractérisation vaut pour tout jeu coopératif, qu’il s’agisse d’un jeu de codits ou non.
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Puisque cette inégalité doit étre satisfaite pour toute famille equilibrée, le jeu doit étre
équilibré. La démonstration de la su¢sance, un peu plus technique, est donnée a I’Appendice
B. m

La caracterisation du Theoreme 1 peut s’avérer lourde a tester. On vient de remarquer
gue le nombre des familles équilibrees est in..ni et que, pour certaines, il existe une in..nité
de poids d’équilibrage dicérents. Il est clair que, dans cette in..nité de familles et de poids,
il y a des redondances. On peut ordonner I’ensemble des familles équilibrées a partir de
I’ensemble fondamental des familles équilibrées minimales. On dit qu’une famille équilibrée
est une famille équilibrée minimale si aucune de ses sous-familles strictes n’est elle-méme
équilibrée. On peut démontrer que toute famille équilibrée peut s’exprimer comme I’'union
de familles équilibrées minimales.” De plus les familles minimales ne sont équilibrées que
pour un seul systeme de poids d’equilibrage. Toute partition est par exemple une famille
minimale dont on a vu plus haut que le systeme de poids d’équilibrage est unique (chaque
coalition est de poids égale a 1, cf supra). Pour déterminer si le coeur est vide ou non il su¢t

de considérer les familles minimales.

Théoreme 3 (Bondavera (1963), Shapley (1967)) Une condition nécessaire et suc-
sante pour que le coeur d’un jeu de codts soit non-vide est que pour toute famille équilibrée

minimale S = {54,...,5,,...,Sx}, de poids d’équilibrage A = (Ay,..., Ag, ..., Ap), ON ait :

m

S A (Sy) > e()

g=1
2.3 Jeux concaves

On a remarqué plus haut que le coeur des jeux symétrigues concaves n’est pas vide. C’est
une propriete de tous les jeux de colts concaves, symétriques ou non. Surtout, pour ces jeux,
I’ensemble des imputations du coeur est facile a calculer. Montrons comment.

Soit a = (ay,...,an,...,a,) un arrangement des joueurs de N et A (N) I'ensemble des

arrangements de n joueurs. Pour tout joueur i € N, on note h (i,a) le rang du joueur i

"\oir exemple Owen (1995) pour une démonstration.

8



dans I'arrangement a de ces n joueurs, et on note i (h,a) le joueur qui ..gure au rang h
dans I’'arrangement en question. Pour tout arrangement a, on dé..nit le colt incréemental du
joueur j dans cet arrangement comme I’accroissement du colt qu’implique I’adjonction de
son projet au sous-ensemble des projets de rangs inférieurs au sien, dans I’arrangement en

question. Notons éc (j,a) ce colt incrémental :

oc(j,a) = c({i(1,a),i(2,a),...,i(h(j,a)—1,a),7})
—c({i(1,a),i(2,a),...,i(h(j,a) —1,a)})

On appelle imputation par les codts incrémentaux sous I’arrangement a, le vecteur z (a)
de composantes z; (a) = 6c (i,a), i« € N. Il s’agit bien d’une imputation car, sous I’hypothése
de sous-additivité de la fonction de colts, Ya € A(N), Vi € N, on a &; (a) < c¢({i}). Si
de plus la fonction de colt est strictement sous-additive le seul joueur ¢ pour lequel on a
Z; (a) = c({i}) est celui qui ..gure au premier rang dans I'arrangement a en question.

Dans un jeu concave toute imputation par les colts incrémentaux est une imputation
du coeur (cf Appendice C). De plus toute imputation du coeur est une combinaison linéaire

convexe d’imputations par les colts incrémentaux.

Théoréeme 4 (Shapley (1971)) Soit (¢, N) un jeu de colts concave. Quel que soit I’ar-
rangement o € A (N), I'imputation par les codts incrémentaux z (a) est une imputation du
coeur. Le coeur est la fermeture convexe de I’ensemble {Z (a),a € A(N)} de I’ensemble des

Imputations par les codts incrementaux, i.e. :

r€C(N)e Iy(a),ac€ A(N),vy(a) > 0,Va € A(N), et
Z v(a)=1:Vie N:x; = Z v (a) Z; (a).

a€A(N) acA(N)
Ré-examinons le jeu de répartition du colt de construction du systeme d’approvisionne-
ment au gaz de trois régions, présenté dans BMT (2002), dont la fonction de codts est pour

rappel :



c({1}) = 7000, c({2})=4800, c({3})= 4800
c({1,2}) = 10616, c({1,3}) =10462, c({2,3}) = 9600

c({1,2,3}) = 14002

Le tableau 1 donne les six imputations par les colts incrémentaux correspondant aux Six

arrangements possibles des trois agents.

Imputations
Arrangements | Projet 1 | Projet 2 | Projet 3
) 7000 3616 3386
) 7000 3462 3540
) 5816 4800 3386
) 4402 4800 4800
)
)

5662 3540 4800
4402 4800 4800

Tableau 1 — Imputations par les colts incrémentaux dans le jeu de construction du réseau
de gazoducs

Toute imputation du coeur est une combinaison linéaire convexe de ces six imputations.
L’ensemble des imputations du coeur est donc assez vaste. L’intervalle des charges qui pour-
raient étre retenues dans le coeur varie :

- pour le projet 1 de 4402 a 7000, soit dans un rapport de 100 a 160;

- pour le projet 2 de 3462 a 4800, soit dans un rapport de 100 a 138;

- pour le projet 3 de 3386 a 4800, soit dans un rapport de 100 a 140.

Ce qui rend ces intervalles assez larges dans les jeux concaves, c’est le fait que, dans cette
classe de jeux, pour chaque joueur il existe des imputations du coeur dans lesquelles il se voit
demander une contribution aux codts globaux exactement égale au co(t de réalisation isolée
de son projet. C’est en eret la contribution qui lui est demandée dans toute imputation par
les colts incrémentaux sous tous les arrangements dans lesquels il ..gure au premier rang.

Donc le pire qu’il puisse lui arriver dans le coeur est qu’il ne retire aucun béné..ce de sa

10



coopération avec les autres joueurs. Ceci ne peut cependant pas se produire simultanément
pour tous les joueurs dans un jeu essentiel ot " ¢ ({i}) > ¢ (V).

La plus petite contribution qu’on puisse déergander a un joueur ¢ est I’accroissement de
colts que provoque I’adjonction de son projet a I’ensemble N\ {i} des projets des autres
joueurs. Par exemple pour le projet 1 la plus petite contribution est I’accroissement de colts
4402, auquel il faut consentir lorsqu’on ajoute ce projet aux projets 2 et 3.

Formellement, dans un jeu concave (¢, N), si le concept de solution retenu est le coeur,

alors :

oi(¢,N) = max {c(5)—c(S\{i})} = c({i})

SCN:eS

et:

o, (e, N) = min_{c(S) = e(S\{iD)} = c({i}) — ¢ (6) = ¢(N) — ¢ (N\ {i})

SCN:eS

2.4 Jeux a rendements croissants

Le coeur des jeux a rendements croissants n’est jamais vide. Considérons un tel jeu et

soit v = (74, .., 7,) € IR\ {0} un systeme de poids pour lequel :

VSST<N:S<T=~(S)c(T)<~v(T)c(S).

Soit z la pré-imputation du coQt ¢(N) proportionnelle aux poids ~, :

T c
T ()

Pour toute coalition ScN, ou x, puisque v (S) ¢(N) < y(N)c(S) :

S
S = 22D (v) < efs)
icS v
Aucune coalition n’a donc intérét a faire recession.

11



2.5 Jeux décomposables

Décomposition en codts directs et colts joints On peut ramener I'étude du coeur
d’un jeu (¢, N) qui admet une décomposition (d, ¢) en colts directs et colts joints, a I’étude
du coeur du jeu (¢, N), réduit a la seule fonction de codts joints ¢. Il est clair que si Z est
une imputation du jeu (¢, N) alors le vecteur z dé..ni par z; = &; + d; pour tout 7, est une
imputation du jeu (¢, N). De plus, si z est une imputation du coeur de (¢, N) alors T est
dans le coeur de (¢, N).On a:

VSCN:> & <é(S)

€S

om=> (#i+d) <e(S)+ ) di=c(S)

€S ieS ieS

Décomposition en éléments de colts Considérons un jeu (¢, N) qui admet une de-
composition en éléments de colts (m, &), ol pour g = 1,...,m, N (g) est le sous-ensemble
d’agents qui ont besoin d’utiliser I’équipement g de colt ¢¢. Notons 7. (g) = ’]\7 (g)’ le nombre
de ces agents. Il semble équitable de répartir cette partie ¢ du colt c (N),® de fagon égale
entre tous les projets qui utilisent I’équipement g en question. Appelons partie équitable du

colt & imputée a tout i € N (g), le montant :

y? =&/n(g)

L’ imputation équitable par décomposition est I'imputation qui demande a chaque joueur
une contribution égale a la somme des parties équitables des équipements qu’utilise son

projet. En d’autres termes, si = est une imputation équitable par decomposition, alors :

VieN:Z= Y o

g:iEN(g)

m

8Rappelons que dans ces jeux ¢ (N) = > &.
g=1

12



Il s’agit bien d’une imputation puisque :

m

Yom=) > =D gy =) &=c(N)

€S €N g:icN(g) g=1
L’imputation équitable par décomposition appartient au coeur. C’est une conségquence
quasi-immédiate du fait que, dans ce genre de jeu :
VSCN\¢:c(S)= Y &

9:SNN(9)#¢
Si les membres de la coalition S veulent réaliser leurs projets indépendamment des autres

joueurs, ils devraient payer, pour chaque équipement ¢ utilisé, la totalité du colt ¢ de
I’équipement en question. Pout tout équipement g, on a évidemment ¢4 > [n (g, .S) /1 (g)] &,
ol 7 (g, S) est le nombre des membres de la coalition S qui appartiennent & N (g). Or
7 (g,S) /n(g)] ¢ est ce qu’on demande a I’ensemble des membres de la coalition S au titre

de I’équipement ¢. On a donc :

m

Yomi=) [i(g.9) /(@< Y @#=c(S)

iEN 9=1 9:SNN (g)#¢

Le coeur des jeux qui admettent une décomposition en éléments de colts n’est donc pas
vide, et, connaissant la structure de cette décomposition, le calcul d’une imputation du coeur

est aisé.

3 Le coeur - Propriéteés

Examinons maintenant les propriétés que posséde ou ne possede pas le coeur lorsqu’il

n’est pas vide.

3.1 Traitement identique et symétrique des projets équivalents

Le traitement identique de projets équivalents requiert que, dans toute imputation du
coeur x, les projets d’'un méme ensemble maximal E de projets équivalents se voient imposer
les mémes charges :

Z; :.Ylj,V’L',j ek
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Bien que ce ne soit pas exclu, on va en donner un exemple, ce n’est généralement pas le cas.

Un exemple de jeu pour lequel la propriété est véri..ée est le jeu suivant.
Exemple 2 Soit le jeu symétrique a quatre joueurs dont la fonction de codts est :
c(1)=1,¢(2)=1.5, ¢(3) =25etc(4) =3

Montrons que la seule répartition du co(t global ¢(4) = 3 qui appartienne au coeur est
I'imputation qui impose a chaque joueur la méme charge x; = 0.75. On Véri..e aisément que
cette imputation n’est bloquée par aucune coalition. Considérons maintenant une imputation
= inégalitaire et la coalition, que I'on note S, des deux joueurs & qui sont demandées les
contributions les plus élevées. Par hypothése, pour cette coalition S, on a :

in >1c(4)=15= c<§)

€S

La coalition S bloque donc la pré-imputation en question.

En général cependant les projets équivalents ne sont pas traités de fagon identique dans

le coeur. C’est le cas en particulier des jeux strictement® concaves. Pour un tel jeu on a :
c(l)>¢c(2)/2>--->¢(m)/m>--->¢(n)/n

Considérons un arrangement a quelconque des joueurs. On a vu a la section préceédente que
I'imputation par les colts incrémentaux sous cet arrangement, Z (a), appartient au coeur.

On a donc pour les joueursi(1,a), i(2,a),..., i(h,a),..., i(n,a):
ZINZi(La) = 5(1) > 5(2) — 5(1) = ZINZi(Q,a) > > ji(h,a) > > fﬁi(n,a)

Puisque dans tout jeu symétrique la seule classe maximale de projets équivalents est I'en-
semble N de tous les projets, la propriété de traitement identique des projets équivalents
n’est pas Véri..ée dans le coeur. C’est aussi le cas pour les jeux strictement concaves mains

non-symétriques, pour des raisons analogues.

%.e. les jeux concaves pour lesquels les inégalités qui ..gurent dans les conditions équivalentes de dé...nition,
(a) ou (b); voir BMT (2002).
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On remarque en revanche que, tous les arrangements étant admissibles et le coeur étant
I’ensemble des combinaisons linéaires convexes des imputations par les codts incrémentaux,
les imputations du coeur d’un jeu concave Véri..ent la propriété de traitement symétrique
des projets équivalents. Montrons que c’est le cas pour tout jeu de codts, qu’il soit convave

ou non.

Proposition 5 Le coeur est une solution qui Vvéri..e la propriété de traitement symétrique

des projets équivalents.

Démonstration. Soit 7 une imputation telle que pour deux joeurs j et &£ d’un méme
ensemble maximal E de joueurs équivalents, on ait =; # 7. Alors I'imputation z, Z; = Ty,
T, =T, et T, =T; si i ¢ {j, k}, est aussi une imputation du coeur. Si ce n’était pas le cas, il
existerait une coalition S C N\¢ pour laquelle :

> & >c(S)
€S
Cette coalition S ne peut ni ne comprendre que des joueurs i ¢ {j, k}, ni comprendre les
deux joueurs j et k, car dans ces deux cas on a Z T; = Z T;. Supposons que .S ne comprenne
que le joueur j et considérons la coalition S’ :l?{SS U {kz}?}g\ {j}. Puisque T est dans le coeur :
Y m<ce(9)
€S’
Or par construction z; = 7y, et par ailleurs z; = ; pour tout ; € S\ {j}, de sorte que :
Sa=Ys
€S €S’

En..n, j et k& appartennant a une méme classe de projets équivalents, on a :
c(5)=c(5)

On devrait donc avoir :

Zi“i <c(9)

icS
d’ou une contradiction. =
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3.2 Anonymat

Une solution anonyme est une solution insensible au changement de dénomination des

joueurs. Il est évident que le coeur possede cette propriété.

Proposition 6 Le coeur est une solution anonyme.

3.3 Insensibilité a I’élimination des joueurs négligeables

Un joueur négligeable est un joueur i pour lequel : ¢(SU{i}) — c¢(S) = ¢({i}), pour
tout S C N\ {i}. Il est clair que si une pré-imputation x exige du joueur i une contribution
x; < c¢({i}), alors la coalition N\ {:} des autres joueurs peut menacer de se retirer. On a en
excet, puisque x est une pré-imputation :

Y zp=c(N) —a=c(N\{i}) +c({i}) =2 > c(N\ {i})
JEN\{i}
Par ailleurs, la contrainte de rationalité individuelle impose que z; < ¢({i}). On doit donc

avoir pour toute imputation du coeur, z, et tout joueur i négligeable : z; = ¢ ({i}).

Proposition 7 Le coeur est une solution qui néglige les joueurs négligeables.

3.4 Additivité et super-additivite

Il devrait étre clair que le coeur est une solution additive et donc a fortiori super-additive.
Soit deux jeux (¢/, N) et (¢’, N), et le jeu somme (¢, N) : ¢(S) = ¢ (S) + ¢" (S) pour tout
S C N. Considérons deux imputations 2’ € C(c¢,N) et 2" € C(c",N), pour lesquelles
dYoap < d(9) et Z;:cg’ < " (S), pour tout S C N. Alors I'imputation z = 2’ + 2, du jeu

1€

i€S
(¢, N), Véri..e les relations suivantes :

VSC N: Zx@ :ng—l—Zx;/ <d(S)+"(S)=c(9)
i€s i€s i€s
Réciproquement, si x € C(c,N), alors il existe 2/ € C(c/,N) et 2" € C(c",N) tels que

T + 2" = .
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Proposition 8 Le coeur est une solution additive.

3.5 Traitement équivalent des jeux équivalents

Il est évident que le coeur Véri..e la propriété. Pour tout o > 0 :

VSQN:ZmSc(S)@Z(Oﬂ?Hr@) SO‘C(S)"‘Z@

icS ieS icS
Proposition 9 Le coeur est une solution qui traite de fagons équivalentes les jeux équiva-

lents.

3.6 Egal partage du gain de la coopération

En général, le coeur, lorsqu’il n’est pas vide, comprend plusieurs imputations. Elles ne
peuvent donc pas evidemment toutes, correspondre a un partage égal des gains de la coopéra-
tion. Rien ne garantit non plus que I'imputation par égal partage du gain de la coopération
appartienne au coeur puisque ce mode de répartition ne tient compte que des codts des
coalitions d’un seul joueur et de la grande coalition.

Considerons I’exemple du jeu de codts suivant :
¢({1}) = 500, ¢ ({2}) = 1000, ¢ ({3}) = 5000, et, ¢ ({1,2,3}) = 5000.
Ce mode d’imputation implique les ..nancements individuels suivants :
z1 = —100, z5 = 900 et x3 = 4400.
Puisque z; = —100, les joueurs 2 et 3 doivent payer ensemble
¢({1,2,3}) + 100

c’est-a-dire plus que le colt de réalisation des trois projets. Puisque le jeu véri..e la condition
de monotonicité, on a c¢({1,2,3}) > c({2,3}) et cette imputation n’est pas robuste a la

menace de retrait de ces deux joueurs.
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On a vu que, pour les jeux qui admettent une décomposition en élements de codt,
I'imputation équitable par décomposition appartient au coeur. Il faut souligner que, dans
ces jeux, cette imputation est généralement dixérente de I'imputation par égal partage des
gains de la coopération. Soit un jeu (¢, N) qui admet la décomposition (m,¢), ou pour
g=1,...,m,N(g) est le sous-ensemble des 7 (g) joueurs qui ont besoin de I’équipement ¢

pour réaliser leur projet :

m

Vie N:c({i}) = Z & et el ):ZEQ

g:i€N(g) g=1
L’imputation Z par égal partage des gains de la coopération exige du joueur i qu’il prenne

en charge la partie suivante du codt global :

SEIPILEE] PO ST o

g:i€N(g) JEN g:jeN(g)
- 3 ok (T z)
g:i€N(g) 1 g=1

L’imputation équitable par décomposition = met a la charge du joueur i, la partie du colt

global :

T = Z & /n(g)

g:iGN(g)

Sauf exception ces deux imputation ne coincident pas, comme le montre I’exemple 3.

Exemple 3 Soit le jeu a trois joueurs, décomposable en éléments de codt, présenté au
tableau 2, dans lequel une croix dans une case signi..e que le projet correspondant a la ligne

a besoin de I’équipement correspondant & la colonne. Dans ce jeu ¢ ({1,2,3}) = 600 et

Zc {i}) —c({1,2,3})] = [1200 600] = 200

iEN
de sorte que I'imputation par égal partage des gains de la coopération, z, prend la valeur

suivante :
71 = 400 — 200 = 200, 5 = 500 — 200 = 300, et 3 = 300 — 200 = 100,
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tandis que I'imputation équitable par décomposition z a pour valeur :
Z1 = 50 4+ 150 = 200, Zzo = 100 + 150 = 250, et 3 = 50 4 100 = 150.

Les deux imputations sont donc dicérentes. On remarque cependant que I'imputation z
est aussi une imputation du coeur. On a en exet, Vi, j € N, i # j, c({i,j}) = 600 et
max {Z; + Z; | 1,5 € N,i # j} = 500, de sorte que Z est robuste aux menaces de sécession
des coalitions de deux joueurs. Comme elle est par construction robuste aux menaces de
sécession des coalitions d’un seul joueur, elle est dans le coeur. Ce n’est cependant pas une

propriété des jeux décomposables en éléments de colt comme le montre I’exemple suivant.

g =
A~ —
1 5 3 cdi})
co 100 200 300
p
1 X X 400
i= < 2 X X 500
3 X X 300
\
¢/ n(g) 50 100 150

Tableau 2 — Décomposition en éléments de colt du jeu de I'exemple 3

Exemple 4 Soit le jeu a trois joueurs dont la décomposition en eéléments de colts est pré-

sentée au tableau 3. Ona > c¢({i}) — ¢ (V) = 1300 — 1200 = 100 et donc I'imputation par
1EN

égal partage de la réduction de codts, z, est :

- 1 2 - 1 d N 1 29
Z =100 — 5100 = 5100, Zo = 200 — 5100 = 5100, Z3 = 1000 — 5100 = 3100.
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Or ¢({1,2}) = 200 < 1100 = Z; + &». C’est une conséquence immédiate du fait qu’avec
cette méthode d’imputation le joueur 3 qui est un joueur négligeable se voit demander une
contribution inférieure & 1000, le colt de réalisation isolée de son projet, alors qu’on sait (cf.
sous-section 3.3 supra) que dans toute imputation du coeur il devrait se voir imposer une

contribution exatement égale a 1000.

g =
A
1 5 3 c{i})
co 100 100 1000

-

1 X 100

i= < 2 X X 200

3 X 1000
\

Tableau 3 — Décomposition en éléments de colt du jeu de I'exemple 4

3.7 Monotonicité

Le coeur est une solution qui n’est pas nécessairement monotone par rapport aux codts

des coalitions, comme le montre I’exemple suivant, emprunté a Young (1994).
Exemple 5 Soit le jeu a cing joueurs dont la fonction de colts est dé..nie par :
c(S")=Y" h=1,234,5

ou:
St =1{3,5},5%={2,4,5},5% = {1,3,4},5* = {1,2,4},5° = {1,2,4,5};
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5
> c(s") et c(S)=min{c(s")|SCS"}VS£S h=1,..5
h=1

Pour que ¢ soit monotone, il faut que Y2 < Y puisque S? C S%; Y* < Y5 puisque S* C S?;

c¢(N) =

Wl =

et Y < Z Y*, puisque S* C N, pour h = 1,...,5. On verra plus loin que d’autres
conditions sur les Y" doivent étre satisfaites.

Pour qu’une imputation x soit dans le coeur de ce jeu, il faut que :

Vh=1,..5:) z;<c(S")=Y"
ieSh
ol les coalitions S” sont choisies de telle sorte que chaque joueur i apparait exactement trois
fois dans I'une ou I'autre d’entre elles. On doit donc avoir :

; sz SZC(Sh):;Yh

h=1 jcSh h=1

Mais puisque z est une imputation, in =c(N) = Z Y", de sorte que chacune des
i=1
inégalités faibles qui doivent Véri..er les dicérentes coalltlons h doivent étre satisfaites avec

I’égalité. En d’autres termes = doit étre solution des cing équations linéaires en z;, i =
1,...,5:
dai=Y" h=1..5

icSh

Le déterminant de ce systéme est égal a 3 et des calculs simples montrent que :

T = % (0Y' —3Y?+0Y? + 0Y* + 3Y?)
Ty = % (1Yt +2Y? —1Y? 4 2Y* — 1Y7)
T3 = % (LY 4+1Y? + 1Y% 4 1Y* - 2Y7)
Ty = é (1Yt +2Y? +2Y% —1Y* — 1Y7)
T5 = % (2v' —1Y? —1Y® — 1Y* 4+ 2Y7)
imi = ; Y'+Y?+Y? 4V 4+ V") =c(N)
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Pour que le coeur ne soit pas vide il faut de plusque z; > 0,7 =1, ..., 5, sinon la coalition des
joueurs j pour lesquels z; < 0 ferait sécession. Par hypothése, Y > Y2, de sorte que z; > 0.
Le respect de cette condition pour les autres x; impose des restrictions supplémentaires sur
les valeurs admissibles des Y". Montrons qu’il existe des valeurs des Y" pour lesquelles ces
conditions de non-négativité sont satisfaites d’une part, et la condition de monotonicité est
violée, d’autre part.

’ —h .
Supposons d’abord que les Y" prennent les valeurs Y suivantes :

—1

V' =37 =9,V =9,V =3etY =9, ot ¢(N) = 11.
L’imputation du coeur correspondant a ces valeurs est I'imputation 7 :
5
T1 =0T =1T3=27,="7 etT; =1, doll » 7 =1L
=1

Supposons maintenant que les Y prennent les valeurs Y suivantes :

VI=372=9v°=9Y*=3etY®=12 dolc(N)=12.
L’imputation du coeur correspondant a ces valeurs est I'imputation z :

5

T1=3,20=0,23 = 0,1%4 =6 et 25 = 3, d’ou ZZIAZI =12.

=1
Or pour tout joueur, le passage du jeu dé..ni par les Y" au jeu dé..ni par les Y, implique
gue le colt de réalisation coordonnée des projets d’une au moins des coalitions a laquelle
ce joueur appartient, augmente (noter que c(N) passe de 11 a 12); tandis qu’aucune des
coalitions auxquelles il appartient, ne voit son codt baisser. La condition de monotonicité par
rapport aux codts des coalitions impliquerait donc que pour tout joueur 4, on ait : z; > ;.

Or pour les joueurs 2et4,ona:z, =0<1=Ts et 23 =0 < 2 =T3.

Il existe une classe de jeux qui Véri..ent la propriété de monotonicité stricte par rapport

aux codts des coalitions, la classe des jeux concaves. On a remarqué!® que pour cette classe

10¢f sous-section 2.3 supra
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de jeux, on a, si le concept de solution envisagé est le coeur : @; (¢, N) = ¢ ({i}) et o; (¢, N) =
c¢(N)—c(N\{i}). Le coeur est donc un concept de solution faiblement monotone pour ces
jeux. Il est aussi strictement monotone pour la raison suivante. Supposons deux jeux concaves
(¢, N) et (d, N) qui dieerent I'un de I'autre parce que, pour une coalition S, ¢ (S) > ¢(.5). On
sait que dans ces jeux I’ensemble des allocations du coeur est la fermeture convexe de toutes
les allocations par les colts incrémentaux sous tous les arrangements possibles des joueurs.
Donc le point extréme du coeur correspondant a I'imputation par les codts incrémentaux
sous I'arrangement dans lequel ¢ € S ..gure au rang |S|, les autres joueurs j # i, j € S,
occupant les |S| — 1 premiers rangs s’obtient dans le jeu (¢, N) en ajoutant & la composante
i de la méme imputation dans le jeu (¢, N), I'accroissement ¢’ (S) — ¢ (S) .1

Pour tous les arrangements dans lesquels les |S| premiers joueurs ne sont pas les joueurs
de la coalition S, la composante, d’'une imputation par les colts incrémentaux sous I’ar-
rangement en question, correspondant a un joueur i € S ne change pas. > La condition
de monotonicité stricte est donc Vvéri..ée, i.e. si x est une imputation du coeur de (¢, N) il
existe une imputation =’ du coeur de (¢, N) telle que x; > x; pour tout i € S. Il suCt de
considérer I'imputation '’ = >~ A, (a), ou les Z (a), a € A(N), sont les imputations par
les colts incrémentaux dans 75?273 (d,N) etles A\, > 0 pour tout a € A(N), sont les poids
qui dé..nissent dans le jeu (¢, N), I'imputation x € C (¢, N), & partir des imputations par les

codts incrémentaux dans ces jeux : x = > A (a).
a€A(N)

110n remarquera que pour un joueur de rang |S| + 1, donc un j ¢ S, la composante j dans le jeu (¢, N)
déduit de la composante correspondante dans le jeu (¢, N) en retranchant ¢’ (S) — ¢ (S). Pour les joueurs de
rangs supérieurs & |S| + 1 rien ne change.

1211 en est de méme pour les joueurs j ¢ S.
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3.8 Cohérence

Le coeur est une solution cohérente. Soit un jeu (¢, V) et = une imputation du coeur.
Considérons le jeu réduit via la coalition T et x, dont la fonction de colts est,'® pour tout
SCT,S#¢:

cr, () :min{c(SU U)-> i |UC N\T}
icU
Soit (*J(S), (*J(S) C N\T, une coalition solution du probléme de minimisation dé..nissant

cr, (S). Puisque = € C (¢, N) on a pour tout S C T":

3 :Bigc(SU&(S))

ieSuf}(S)

ingc(SU(*](S)) — Z x;

i€s i€lr(S)
et donc {z;,7 € T'} est une imputation qui est robuste & toute menace de sécession dans le
jeu (cr,, T).

Puisque {x;,7 € T'} est dans le coeur de (cz,,T") pour tout = € C (¢, N) et tout T' C N,
le coeur est une solution cohérente. Un raisonnement similaire montre que c’est aussi une
solution cohérente au sens de Hart et Mas-Collel. En..n il devrait étre clair que c’est une
solution qui satisfait la condition de cohérence inverse.

En fait le coeur est la seule solution qui soit cohérente et super-additive, comme I'a

montré Peleg (1986).14

Théoreme 10 (Peleg (1986)) Considérons la classe des jeux de colts équilibrés. Alors la
seule solution erective sur cette classe de jeux qui est cohérente au sens faible et super-

additive, est le coeur.

1311 en est de méme pour les joueurs j ¢ S.
14 .a démonstration de ce théoréme sort du cadre de ce document. Le lecteur intéressé la trouvera dans
Peleg (1986).
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4 Le semi-coeur

Le semi-coeur est une solution obtenue en araiblissant les conditions de robustesse aux
menaces de sécession. L’araiblissement procede ici par réduction du nombre des coalitions
considérées comme susceptibles de menacer de se séparer de la grande coalition. Plus pré-
cisément ne sont admises que les coalitions d’un seul joueur et symétriguement de tous les
joueurs sauf un. Une imputation est dans le semi-coeur si aucun joueur n’a intérét a se sé-
parer de la grande coalition (rationalité individuelle) et si les autres joueurs n’ont pas non
plus intérét a se separer de lui. Formellement une pré-imputation = est dans le semi-coeur
du jeu (¢, N) si :

Vie N:az; <c({i})ety z; <c(N\{i})

i
Il est clair que dans les jeux a trois joueurs ou moins, coeur et semi-coeur sont confondus.
Certaines méthodes de partage des colts dé..nissent des imputations extérieures au coeur,
mais qui sont dans le semi-coeur. C’est le cas de la méthode des béné...ces résiduels. Rappelons

que cette méthode impose a tout projet s une participation z; qui s’éléve & :*°

e e (o
SRR TR ( ) j;v‘s({‘”))

JEN

La formule impligue gu’on impose d’abord a chaque projet 7 de payer son colt incrémental
6 ({i}) et gqu’ensuite :

- si ce ..nancement s’avére insu¢sant, i.e. si > 6 {j} < ¢(N),® on demande un com-

plément a chaque projet ¢ pour couvrir le djée..].\i:it constaté, complément proportionnel

a I’économie de coQt (par rapport au colt de réalisation isolée ¢ ({i})) permise par le

seul payement du codt incrémental ;

150n note 6 (9) le coGt incrémental de la coalition S, ¢ (N) — ¢ (N\S).
16Sous les hypothéses posées sur ¢ la dicérence ¢ (N) — > & ({;j}) peut étre de n’importe quel signe. Dans
JEN

les jeux concaves elle est nécessairement positive.
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- si ce ..nancement génére des béné..ces, i.e. si > 6 ({j}) > c(NV), on ristourne les
béné...ces ainsi obtenus, ¢ (V) — - 6 {;j}, aux éeigérents projets selon la méme régle
de proportionalité. <
On remarquera que, sous I’hypothése de sous-additivité de la fonction de codts ¢, on a
c({i}) > c(N) —c(N\{i}) =6 ({i}), de sorte que :

- s’il s’avére que la somme des colts incrémentaux Z 6 {7} est inférieure au colt global
¢ (N), tous les projets strictement béné..ciaires S(]Jiljg ce seul mode de ..nancement, i.e.
les projets j : ¢ ({j})—¢ ({4}) > 0 et eux-seuls, sont appelés & concourir au comblement
du dé..cit;

- s’il s’avere que la somme des colts incrementaux est supérieure au codt global ¢ (V),
tous les projets qui patiraient de ce seul mode de ..nancement, i.e. les projets j :
c({j}) =6 ({7} <0, béné..cient de la répartition du surplus ainsi généré.

Il est clair que I'imputation ainsi obtenue n’appartient pas nécessairement au coeur
puisque n’apparaissent, dans la formule qui la dé..nit, que les seules coalitions d’un seul
joueur et de tous les joueurs sauf un. Si donc cette imputation est robuste a certaines me-
naces de sécession il ne peut s’agir que des menaces des coalitions d’un seul joueur ou de

tous les joueurs sauf un.!” On peut montrer que cette imputation est dans le semi-coeur.*®

5 L’ensemble d’imputations stables au sens de
von Neuman et Morgenstern

Cette solution proposée par les péres fondateurs de la théorie des jeux est dé..nie en
termes de domination.’® On dit qu’un ensemble de pré-imputations est un ensemble stable

si d’une part les pré-imputations de I’ensemble ne se dominent pas I’'une I'autre et si, d’autre

17sauf hypothéses additionnelles sur la structure de la fonction de codts. Par exemple dans les jeux concaves
la condition de robustesse aux menaces des seules coalitions de n — 1 joueurs est une condition tres forte.

18¢f Young (1994).

¥pour la dé..nition de la domination d’une pré-imputation par une autre pré-imputation, voir BMT (2002),
sous section 4.9.

26



part, toute pré-imputation extérieure a I’ensemble est dominée par une pre-imputation de
I’ensemble.

Formellement, étant donné un jeu (¢, V), on appelle ensemble stable tout ensemble de
pré-imputations VNM (¢, N) C PX (¢, N), tel que :

Vo, 7' € VNM (¢, N) : xdx’ (@

Vo' € PX (¢, N)\VNM (¢, N),3z € VNM (¢, N) : xdz’ (b)

ou la notation xdz’ signi..e que la pré-imputation = ne domine pas la pré-imputation z'.
Cette dé..nition est dicérente de celle du coeur. En termes de domination le coeur se

dé..nit comme I’ensemble C (¢, N) des pré-imputations telles que :
Ve eC(c,N) ,Va'e€ PX(c,N): zdr

La condition (a) de la dé..nition d’un ensemble stable est donc satisfaite par I’ensemble des
imputations du coeur. Mais une imputation ' d’un ensemble stable pourrait étre exclue du
coeur parce gu’elle est dominée par une imputation z extérieure a I’ensemble stable, alors
gu’elle n’est dominée par aucune imputation de I’ensemble stable lui-méme. Les relations

entre les deux concepts de solutions sont résumees dans la proposition suivante.

Proposition 11 Pour tout jeu de codts (¢, V), on a pour tout ensemble stable VNM (¢, N) :
a) C(¢,N)CVNM (c¢,N).
b) Si C (¢, N) est lui-méme un ensemble stable, alors C (¢, N) = VNM (¢, N).
Démonstration. Supposons que la Proposition 7.i soit fausse. Alors il existerait une
pré-imputation 2’ telle que :

' €C(e,N) eta' ¢ VNM (¢, N)

Puisque =’ ¢ VNM (¢, N), il existe une pré-imputation x € VNM (¢, M) qui domine z’.
Il s’agit d’une contradiction car =’ € C (¢, N) implique que z’ n’est dominée par aucune

pré-imputation.
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Considérons maintenant un ensemble stable VNM (¢, N). On vient de démontrer qu’on
devait avoir C (¢, N) C VNM (¢, N). Supposons que la Proposition 7.ii soit fausse, i.e. que

C(e,N) #VNM (c,N). Il existerait alors une pré-imputation z’ telle que :
'€ VNM (¢, N) eta’ ¢ C(c,N)

Si C(c, N) est lui-méme un ensemble stable, il existe une pré-imputation = € C (¢, N) qui
domine 2’ ¢ C (¢, N). Puisque C (¢, N) C VNM (¢,N), = appartient a VNM (¢, N). On a
donc trouvé deux pré-imputations z et 2’ dans VN M (¢, N) dont I'une domine I'autre, d’ou
une contradiction. m

Dans les jeux de colts concaves I’ensemble stable de von Neumann et Morgenstern est
unique et confondu avec le coeur. Mais c’est plutdt pour les jeux dont le coeur est vide
gue I'on serait interessé par une solution du type ensemble stable. Si on pense en eret
gue les relations de domination, ou les menaces de sécession, devraient étre des éléments
de structuration forts dans la recherche de solutions, I’ensemble stable est un concept de
solution qui pourrait étre retenu lorsque le coeur du jeu est vide. Puisqu’un tel ensemble est
plus vaste que le coeur, il est non-vide pour certains jeux dont le coeur est vide.

Malheureusement I’ensemble stable présente plusieurs défauts, suf..samment rédhibitoires
pour gu’il soit rarement employée. D’abord un jeu de colts peut posséder plusieurs ensembles
stables et on connnait assez mal la structure de leurs intersections et la structure de leurs
unions. Ensuite on ne sait pas caractériser la classe des jeux qui possedent un ensemble
stable au moins. En..n les propriétés véri..ées par cette solution, hormis celles utilisées dans la
dé..nition méme de I’ensemble, sont assez mal connues, sauf pour certains jeux tres spéci..ques

qui n’ont pas d’interprétation naturelle en termes de codts.

6 Le pré-nucléole et le nucléole

Le pré-nucléole et le nucléole sont des solutions qui sélectionnent une seule pre-imputation.

Pour toute pré-imputation = et toute coalition S, on appelle économie réalisée par S dans
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x, cette partie du colt de réalisation coordonnée de ses projets qu’elle n’a pas a supporter
dans la pré-imputation x. Formellement, en notant e (z, S) cette économie :
e(x,S)=c(S)— Zl’l
icS

On appelle aussi parfois cette économie, I'exces de la coalition S dans la pré-imputation x
en question.

Pour tout z, soit e (z) le vecteur de IR?"~2 dont les composantes sont les valeurs de e (z, S)
lorsque S décrit I'ensemble M\ {¢, N}, composantes arrangées par valeurs croissantes. On
dit que le vecteur

e(x)=(er(z),...,en(x),...,en_o(x))

est lexicographiquement strictement supérieur au vecteur
e(@)= (e (2'),...,en(2'),... en (1))
ce que I'on note e (z) >; e (z'), s'il existe h,1 < h < 22 — 2 tel que :
e; (r) = e; (z') pour tout j < h, et, e, (x) > ey (')

La dé..nition implique que si aucun des vecteurs e(z) et e(2’) n’est supérieur a l'autre
alors, pour h = 1,...,2% — 2, e, (z) = e, (2'), i.e. les vecteurs sont égaux. On dit que ¢ (z)
est lexicographiquement supérieur a e (z'), e(x) >; e(x’) si, ou bien e (z) = e (z') ou bien
e(x) > e(2).

On appelle pré-nucléole du jeu de colts (¢, V) le sous-ensemble de pré-imputations, que
I’'on note PNU (¢, N) tel que :

Voz € PNU (¢, N),V2' € PX (¢, N) : e(x) > e(x)

et on appelle nucléole de ce méme jeu, le sous-ensemble d’imputations, que I’'on note NU (¢, N),
tel que :

Vo € NU (¢, N),V2' € X (¢, N) : e (z) > e(2))
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Le pré-nucléole est donc le sous-ensemble des pré-imputations qui maximisent la plus petite
économie réalisée par une coalition quelconque; le nucléole est le sous-ensemble des imputa-
tions qui présentent la méme propriété.

On peut montrer que pour tout jeu de codts le pré-nucléole et le nucléole non seulement
existent mais, de plus, ne comprennent qu’une seule pré-imputation pour le premier et une
seule imputation pour le second, évidemment confondues si la pré-imputation du nucléole
est individuellement rationnelle. Or sous I’hypothese de sous-additivité des codts que nous
avons posee, la pré-imputation du pré-nucléole est individuellement rationnelle. Pré-nucléole
et nucléole sont donc confondus dans les jeux de colts. En..n, lorsque le coeur n’est pas vide,
le pré-nucléole en fait partie.

Outre cet aspect maximisation de la plus petite économie, le nucléole admet une carac-
térisation remarquable en termes de certaines des propriétes passees en revue a la section 4

du document Dé...nitions et propriétés souhaitables des solutions.

Théoreme 12 (Sobolev (1975)) Le pré-nucléole est la seule solution qui, sur I’ensemble

des jeux de codts :

a) sélectionne une pré-imputation unique,

b) traite de facons équivalentes les jeux équivalents,

c) est anonyme,

d) est cohérent.?°

En revanche, le pré-nucléole a d’assez mauvaises propriétés de monotonicité. Pour le voir
il su€t de considérer le jeu de I'exemple 5 examiné a la sous-section 3.7 supra. Dans ce jeu
I’'unique imputation du coeur est donc aussi I'imputation du nucléole. On a vu qu’elle ne

véri..ait pas la condition de monotonicité par rapport aux coQts des coalitions. En fait, comme

I’a montré Meggido (1974), le pré-nucléole ne Vvéri..e méme pas une propriété de monotonicité

20Remplacer la cohérence par la cohérence faible dans cet énoncé, caractérise un autre concept de solution,
le pré-noyau (pré-kernel). Nous ne présentons ce concept, qui n’a jamais été employé dans les problémes de
répartition des colts.
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tres faible dite monotonicité globale qui pose que, pour une solution o sélectionnant une
imputation unique, pour toute paire de jeux (¢, N) et (¢, N) qui ne dicérent que par le colt
global de réalisation de I’ensemble des projets, ¢ (N) > ¢ (N) et ¢(S) = ¢ (S) pour tout
S C N, on devrait avoir o; (¢, N) > o, (¢, N) pour tout : € N.

La maximisation de la plus petite économie réalisée par une coalition quelconque revient
implicitement a donner autant de poids a la coalition d’un seul agent ; qu’a la coalition
complémentaire N\ {i} de tous les autres projets. Certains auteurs ont proposé de prendre
en consideration I’économie moyenne par projet, c’est-a-dire de travailler avec une fonc-
tion é(z,5) = e(z,S5) /S|, plutdt que e (z,S). Le pré-nucléole par téte est I’'ensemble des
pré-imputations qui maximisent la plus petite économie par téte réalisée par une coalition
guelconque. Cette pré-imputation est dans le coeur lorsque celui-ci n’est pas vide, et dans

ce cas le nucléole par téte est globalement monotone.

7 La valeur de Shapley

L’idée sous-jacente a la valeur de Shapley?! est que la grande coalition N peut se former
par adjonction des joueurs un a un dans un ordre quelconque et qu’il N’y a aucune raison de
privilégier I'un de ces ordres. On demande donc a chaque joueur la moyenne des contributions
gu’on exigerait de lui dans toutes les imputations par les colts incrémentaux. Formellement

la valeur de Shapley est I'imputation z telle que :

] '3:-:71 c(i,a) = ! Z; (a
VN = ) 2 ) = gy 2 B

a€A(N)

Cette solution est évidemment dé..nie pour tout jeu de codts. Elle est de plus indivi-
duellement rationnelle sous I’hypothése de sous-additivité de la fonction de colts puisque
c’est la moyenne de pré-imputations qui sont, chacune, sous cette hyphese, individuellement
rationnelles. Mais I'imputation par la valeur de Shapley n’est pas nécessairement dans le

coeur lorsque celui-ci n’est pas vide. Pour les jeux concaves dont on a vu que le coeur est la

21Shapley (1953).
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fermeture convexe de toutes les imputations par les colts incrémentaux pour tous les arran-
gements possibles, I'imputation par la valeur de Shapley est I'imputation située au centre du
coeur.

La valeur de Shapley admet plusieurs caractérisations en termes des proprietes recensées
a la section 4.4 du chapitre 4. La plus commune est la caractérisation donnée par Shapley

lui-méme.

Théoreme 13 (Shapley (1953)) La valeur de Shapley est la seule solution qui, sur I’en-

semble des jeux de colits :?2

a) sélectionne une imputation unique,
b) est insensible a I’élimination des joueurs négligeables,
c) est additive,

d) est anonyme.

La valeur de Shapley possede d’autres propriétés. Il est facile de véri..er que c’est une
solution qui traite de facon équivalente les projets équivalents. Pour un jeu (¢, N') qui admet
une décomposition (d, ¢) en codts directs et colts joint la valeur de Shapley du jeu s’obtient
en ajoutant, pour chaque joueur i, le colt direct d; dont il est responsable, a I'imputation par
la valeur de Shapley qui serait mise & sa charge dans le jeu réduit (¢, N). Pour les jeux qui
admettent une décomposition en éléments de colts I'imputation équitable par décomposition

et I'imputation par la valeur de Shapley coincident.

22 Cette caractérisation vaut pour une classe de jeux plus large que la seule classe des jeux de codts. Voir,
par exemple Owen (1995), chapitre XII.
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Appendices

A Vacuité du coeur des jeux de couts essentiels a somme

constante

On a vu au chapitre 4 gu’il existe des jeux de colts essentiels dits a somme constante,
c’est-a-dire pour lesquels, ¥S C N : ¢(S) 4+ ¢(N\S) = c(N) bien que, puisqu’ils sont
essentiels, > c({i}) > c¢(XN). La condition de constance est en réalité une condition qui
impliciteméﬁ pose que les coalitions de tailles intermédiaires sont su¢samment fortes pour
gue le coeur soit vide. Il decoule de la dé...nition de tels jeux que la seule partition des joueurs
dont la somme des codts des parties est supérieure au colt de réalisation coordonnée de tous
les projets est la partition P = {{1},{2},...,{i},...,{n}}. On doit donc s’attendre a ce
que ce soit la trop grande force des coalitions S = N\ {i}, i € N quelconque qui est cause
de la vacuité du coeur. Montrons que c’est bien le cas.

Soit (¢, V) un jeu de colt essentiel a somme constante et supposons qu’il existe une
pré-imputation T robuste a toute menace de sécession. Elle est donc robuste aux menaces de

retrait des coalitions de la forme S = N\ {i},i=1,...,n,dou:
Y om<e(W\{i}), i=1,...,n
JEN\{i}

Puisque (¢, N) est un jeu a somme constante :

c(N\{i})=c(N)—c({i}), i=1,...,n

inégalité qui, avec I’égalité précédente, implique que :
Y z<e(N)—c({i}), i=1,...,n
JeN\{i}
dou :

Y E+ce{ih) <c(N) i=1,....n

JEN\{i}
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Sommons ces inégalités sur I’ensemble des i € N. Il vient :

Z Z :L’Z—I-Z ({i}) <nc(N)

€N jeN\{:} i€EN

inégalité qu’on peut encore écrire sous la forme suivante, en remargquant que, dans le premier
terme du membre gauche, chaque joueur i ..gure exactement n — 1 fois :
(n—l)Zii+Zc({i}) <nc(N) (A.1.1)
1EN iEN
Or d’une part 7 est une pré-imputation et donc > 7, = ¢(N), et d’autre part le jeu est
iEN

essentiel et donc > c({i}) > c¢(N), de sorte que :
1EN

(n—1) Zz + Zc({i}) >nc(N) (A.1.2)

Les inégalites (A.1.1) et (A.1.2) sont contradictoires.

B Le coeur de tout jeu équilibré est non-vide

Montrons que le coeur de tout jeu équilibré est non-vide.
Démontrer que le coeur n’est pas vide revient a démontrer que le systeme d’équation et
d’inéquations en z suivant possede une solution :

in:c(l\/

i€N
Zl’i <c(S), SeN\¢
icS

z; >0, 1€N

Ce systéme possede une solution si et seulement si le programme linéaire PL.1 ci-dessous :

Y mi<e(S), SeN\g (A.2.1)



2; >0, i€ N (A.2.2)

possede une solution 7 telle que :

> T =c(N)

iEN
Soit \g, S € N\¢, les variables duables du probleme PL.1. Le programme dual de PL.1

est le programme PL.2 suivant :?3

SeN\¢
d Asg=1,ieN (A.2.3)
S:eS
As >0, SeN\o (A.2.4)

Les contraintes du programme PL.2 dé..nissent un sous-ensemble compact, convexe, non-
vide de R?"~!. Ce programme posséde donc une solution ..nie. En vertu du théoréme fon-
damental de la programmation linéaire, le programme PL.1 admet aussi une solution ..nie
et les valeurs des deux programmes sont les mémes. En d’autres termes il existe des \g,
S € N\¢ Véri..ant les contraintes (A.2.3)-(A.2.4) et des 7;, i € N, Véri..ant les contraintes
(A.2.1)-(A.2.2) tels que :

dom= ) Xsc(S)

iEN SeN\¢
Soit S I’ensemble des coalitions pour lesquelles g > 0. En vertu du théoréme des écarts
complémentaires, les contraintes correspondantes du programme PL.1 sont Véri..ées avec
I’égalité :
VS eS8 Y T =c(S)
€S
d’ou, en multipliant chacune de ces égalités par le Ag correspondant et en sommant :

e (Z‘) Y e ()

Ses €S Ses

230n trouvera a I'’Appendice D le rappel des principaux résultats de la théorie de la programmation linéaire
sur lesquels cette démonstration s’appuie.
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et en permuttant I'ordre de sommation dans le membre gauche :

> (Z XS) Ti=Y Asc(S) (A2.5)

ieN \S:eS Se3

Remarquons maintenant que S est une famille équilibrée de coalitions. Les contraintes
(A.2.3) du programme PL.2 sont satisfaites et, dans ces contraintes, seuls les \g > 0 jouent

un rdle.2* On a donc :

de sorte que (A.2.5) peut s’écrire :

=) Xsc(S) (A.2.6)

ieN Ses

Puisque S est une famille équilibrée et que le jeu est supposé équilibré :
> Xse(S) = c(N)

d’ou, combiné a (A.2.6) :
> T >c(N) (A.2.7)

iEN
Puisque les 7;, © € N, Véri.ent les contraintes du programme PL.1 et en particulier la

contrainte (A.2.1) pour S = N, on a aussi :

S % < (W) (A28)

iEN
On conclut de (A.2.7) et (A.2.8) que z;, © € N, est une solution du programme PL.1 pour

laquelle :
> T =c(N)
iEN

et donc 7;, i € N, est une imputation du coeur.

24cf théoréme 15 de I'’Appendice D.
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C Appartenance au coeur des imputations par les colts
incrementaux dans les jeux concaves

On montre dans cet appendice que pour tout arrangement a € A (N), 'imputation par
les colts incrementaux sous I’arrangement en question, est une imputation du coeur si le jeu
est concave.

Soit a € A(N) un arrangement quelconque des joueurs. L’imputation Z (a) n’est évi-
demment pas sensible & la menace de retrait de la grande coalition. Considérons donc un
sous-ensemble stricte S de s joueurs, s < n. Notons h = 1, ..., n les rangs de I’'arrangement et
hi, ..., hg,., hs les rangs des joueurs de la coalition S considérée dans I’arrangement a. Pour
simpli..er on identi...era les joueurs de I’'arrangement a leur rang, c’est-a-dire qu’on écrira, par
exemple, U {h} plutdt que U {ay}. Rappelons qu’on était aussi convenu de noter i (h, a),

i(h,a) € N le joueur qui . gure au rang h dans I'arrangement . Puisque dans tout ce qui
suit I’'arrangement a est ..xé, on notera plus simplement ce joueur i (h).
En..n rappelons qu’un jeu concave est un jeu pour lequel :?°
Vie N,VQ,R C N\ {i}:

QC R=c(QU{i}) —c(Q) =2 c(RU{i}) —c(R) (A3.1)

Identi..ons, dans cette dé..nition, successivement i aux joueurs de la coalition S pris dans

I’ordre inverse de leur apparition dans I’arrangement :
hs7 h's—la s 7h/€7 EIRIR) h27 h’17

R aux sous-ensembles de joueurs de rangs au plus égal a h, — 1, hy_q — Lhy—1,...,
ho — 1, hi —1:

s

U U e U e U U

25Dé. .nition correspondant a la condition (a) de la sous-section 2.2.1 du document «Les jeux de codQts :
dé..nitions et propriétés souhaitables».
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(@ aux sous-ensembles de joueurs de la coalition S et de rangs au plus égal a hy_1,hs_o,...,

hr—1,..., ha, hy -

Uity Uttsh oo Ut oo, U o) )

De (A.3.1) appliqué successivement, on obtient :

({Umb o) -<(U o)

> ({Umbumy) (U m) =m0

({Utn}utsy)—c(U)

c ({ hL:jl_l {h}} U {hs—1}> ~f 1 {h}) = 6c(i(hs1),0)

e({) U fh}) — e ({in})
> e ({0 mfom) (U m)=sc6m.a
({8} U (i) ~c(9)

>e ({0 mfomy) (U m)=sctm.a

v

h1—1
ou, si hy =1, alors J {h} désigne I’ensemble vide. Sommons ces inégalités. On obtient :
h=1

soit encore :

En d’autres termes z (a) est robuste & la menace de sécession de S.
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D Les théoremes fondamentaux de la programmation
linéaire
Considérons le programme linéaire suivant (P.1) :

max fla;+ f/z;
T, J

(AL AL | | <an
_£J_

AL, AL | =ax
Ty

xr = 0, x5 quelconque

oupourUe{l,J}etVe{H K}:
— fU est un vecteur ligne a ny composantes,
— xy est un vecteur colonne a ny; composantes,
— ay est un vecteur colonne a ny composantes,
— AY est une matrice a ny; colonnes et ny lignes.

On appelle programme dual du programme (P.1), le programme (P.2) suivant :

min yHaH + yKaK

yH yK
L

[y, y"] f > f!
L AK -
o

[y™,y™] f = f/
L AK -

yH >0, y® quelconque

ou, pour U € {I,J}, yY est un vecteur ligne a n, composantes.
Les théorémes suivants caractérisent les relations qui existent entre les solutions des deux

programmes.
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Théoréme 14 Etant donné un couple de programmes duaux (P.1) et (P.2), une condition
nécessaire et sudsante pour que I'un des programmes admette une solution ..nie est que
I’autre programme admette une solution ..nie. Dans ce cas les valeurs optimisées des fonctions
d’objectif sont les mémes, i.e. si (351, 5’2:J) est une solution de (P.1) et (ﬂH,ﬂK) une solution
de (P.2) alors :

fI}I‘I'fJ}J: CZHGH + ?jKak

Théoréme 15 Etant donné un couple de programmes duaux (P.1) et (P.2), une condi-
tion nécessaire et su®sante pour qu’un couple de vecteurs (z;,7,) et (g, 7") véri..ant les
contraintes de (P.1) et (P.2) respectivement, soit solution du couple des programmes duaux

est que :

v | [An, Az —ag| =0
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